OPCION A

1. (3 puntos) Sea 4 un parametro real cualquiera. Considere la matriz:

A+l -1 A+1
A= 0 A 0
1 -2 A

a) (2 puntos) Determine el rango de esa matriz segun los valores de A.
b) (1 punto) Determine para qué valores de A existe la inversa de esa matriz y determine la inversa, si
existe, cuando A=-2.

A+1 -1 A+
A= 0 A2 0 [=20+)- 2 +)=2+1){A-)= 2N +){r-1)=
1 -2 A
A=0
Si|A=0=> A1 +1){1-1)=0=>.4=-1=0400-{-1,0,}=|A# 0= rang (A)=3
A=1
Sid=-1

0 -1 0) (0 -1 0

0 -1 0|=/0 0 0 |=rang(A)=2
1 -2 -1 (1 -2 -1

SiA=0

1 -11) (1 -1 1

0 0 |=rang(A)=2
1 -20) |0 -1 -1

o
o
o
]l

o

SiA=1

2 -1 2 0 3 0 0O 0 O

0 1 0|=|0 1 0/=|0 1 O0|=rang(A)=2
1 -2 1 1 -2 1 1 -2 1

b)

Cuandol =-2= |4 =(-2){-2+1){-2-1)=-6# 0= ExisteA™ = A™ :ﬁadj A =
-1 -1 -1 -1 0 1 4 0 -2
A=l 0 -2 0 |=>A=-1 -2 -2|=adjA'=(|0 3 0 |=>
1 -2 -2 -1 0 -2 2 -3 2
2 9 1

4 0 -2 3 3

A_l=i 0O 3 0(=0 1 0
(~6) 2

2 -3 2 1 1 1

'3 2 3




2. (2 puntos)
a) (1 punto) Determine la posicién relativa de las rectas siguientes:

| 3y-z-15=0 y 575 2 3

_{—X—2y+12=0 S_x—2_y+.’_-’,_z

b) (1 punto) Calcule la distancia entre esas rectas.

a) Puestas en paramétricas ambas rectas, estableceremos un sistema de ecuaciones lineales con dos
incégnitas al igualar sus coordenadas.

Si el determinante de la matriz de los coeficientes ampliada es nulo, y sus vectores directores son iguales o
proporcionales pueden ser coincidentes en caso de tener algiin punto comun o paralelos si no lo tienen, de
no ser proporcionales las rectas se cortan en un punto.

De no ser el determinante ampliado nulo la rectas se cruzan en el espacio

Xx=12-2A
X=12-2y=z=-15+3y =r: y=4 12-2A=2+5u  (2A+5u=10
N Z:—15+.':’>/1:> A=-3+2u =1A-2u=-3=
X=2+5u
) -15+34 =3y 31-3u =15
z=3u

2 5 10 0 9 16 g

1 -2 -3=[1 —2—:(—1)[~11
1 -1 5 1[0 1 8

b) Hallaremos un plano 71 que conteniendo a la recta s sea paralelo a la recta r, para ello tendremos como
generadores a los vectores de las dos rectas y al vector SG, siendo S un punto cualquiera de la recta s
(tomaremos el indicado en su ecuacidn) y G el punto genérico del plano, los tres vectores son coplanarios y
por ello el volumen del paralelepipedo (calculado como el producto mixto de ellos) que forman, es nulo y la
ecuacion del plano buscado.

La distancia buscada es la distancia entre un punto cualquiera R de la recta r (tomaremos el indicado en su
ecuacion) al plano 71.

1
Ej =72-16=56% 0= Secruzanenel espacio

v, =(-2,1,3) X-2 y+3
Siendos(2, - 3,0)= v.=(5,2,3) —n=/-2 1 3=0=>
SG=(x,y,2)-(2,-3,0)=(x-2,y+3, 2) 5 2

3{x-2)+15{y +3)-4z-5z-6{x-2)+6y +3) = 0= -3[{x - 2) + 21{y +3)-9z=0=
(x-2)-7y+3)+3z=0= m=x-7y+32-23=0

_hn2-7m+30-15-29 [12-45-23 |-54

SiendoR(12, 0, -15)=d(r , s)= d(R, 7) N e J1+49+9 59

d(r, s):—56é9‘/§ u
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X
3. (5 puntos) a) (1,5 puntos) Considere la funcion : f(x) = . Determine los méximos relativos, los

minimos relativos y los puntos de inflexion, si existen, de la funcion f(x).
coS* X
senx

dx

b) (1,5 puntos) Usando el cambio de variable t = cos x calcule: I

c) (2 puntos)

1) (1 punto) Calcule los valores de a y b para que la funcion f (X) = ax® +bx? tenga un extremo relativo en
el punto (1, 2).

2) (1 punto) Calcule el area encerrada por la curva f (X) =2x3 - 3X2y la parte positiva del eje OX.

a)
X _ aX[y2 _ x(_ 2 2 _ -
f,()():2xe ez(x 3):e( X +22x+3)=(_1)x 2Xx 3:>x2—2x—3=0:>
(&) (&) e
x:2+4:3
A=(-2) -40{-3)=4+12=1620= gz 2316 = x2 - 2x—3= (x=3)(x+1)
201 X:ﬂ:—l
2
-1<0= 0OxO0O
- -3>0 >3
Creciente= f‘(x)>0:(—1)w>0:> X =X
e X+1>0=x>-1
e >0= [Ox0O0
— 00 -1 3 00
-1<0 (-) (-) (-)
X > -1 (-) (+) (+)
X>3 (-) (-) (+)
e>0 (+) (+) (+)
-1<0 (-) (+) (-)
Crecimiento OxOO/-1<x<3 Decrecimiento DXDD/(X<—1)D(X<3)
— 2_ —
Minimo relativo en X=-1= f(—1)=( l)_l 3= (1 =) ) = —2e de decrecimiento pasa a crecimiento
€ €
L _ _ _3F¥-3 6 o .
Méaximo relativo en X =3 = f(3)— 5— = —5 de crecimiento pasa a decrecimiento



Continuacion del Problema 3 de la opcion A

. 2x—2)e* —|x* —2x - 3)e* 2x—2-x? +2x+3)e* -x*+4x+1
o= () A b maede (| Je' (g

e2x e2x e

2_ —
()= X 2L e ax-1=0= A= (-4) -400{-1)=202 0=

X

e
4+2\/§
X = :2+\/§ 5 _
x:4i2—\é?):> . 22\/5 :>f"(x)=(x 2 \/g)x(x 2+\/§):>Concavidad:>f"(x)>0
X = :2—\/3 €
e >0=0x00
(x—z—\/E)x(x—2+\/§)>03 Xx-2-5>0= x>2+4/5
© x—2++/5>0=x>2-4/5
- 2-45 2+4/5 00
e >0 (+) (+) (+)
x>2-75 () (+) (+)
x>2+ 5 ) ) )
Solucién (+) (-) (+)

Concavidad DXDD/(X< 2—\/§)D (X> 2+\/§)
Convexidad OxO0O /2—\/§< X < 2+\/§

(-5 -3_6-2/5

Punto de inflexién en X=2-— \/g = f (2 —\/g)

= e(z—\/g) - e(Z—x/g)
o _ _(2+\/§)2—3_6+2\/§
Punto de inflexion en X =2++/5 = f (2 + \/g) B I



b)
COS X  _ COS X cos X
oo ax=]
senx serf x 1-cos X
CosSX =t = —senx dx=dt = senx dx = —-dt
_J' t? -1 dt+J.

t2

—(~di)=] Y = jt BELE

senx dx =
j t? -1 t2

dt—J.dt lrdt Lpedt . 1 @ 1 ——t+ Lonu-Lanv=
t-1 2 t+1 2 2
1 _ 1 A B _At+)+B(t- 1)
+ =

-1 @-0@+) t-1 t+1  (t-){+1)

t=-1= A(-1+1)+B(-1-1)=1= -2B=1= B=-+
Alt+1)+B(t-1)=1= 2
t=1= A(l+1)+B(1-1)=1=2A=1= A=

1 1

1 _ 2, 2
t2-1 t-1 t+1

cos X 1 u t-1 cosx-1
j dx=cosx+=[n— =cosx+In.|——- =cosx+In +K
senx 2 \Y; t+1 cosx+1

0l

= a=-4

3 2 om—
f'(X)=3ax2+2bx:>{ fl)=2=al’+b0*=2=a+b=2 {Za 2b=-4

f'1)=0=3a0?+2b1=0=3a+2b=0 3a+2b=0

—4+b=2=b=6= f(x)=-4x° +6x>
c) 2)

x*=0=>x=0
PuntosdecorteconOX = y=0=2x*-3x* =0= (2x-3)x* = 0= oy

—3:O:>2x=3:>x=g
leD(O gj:f 1)=20° -30? = 2-3=-1= Zonanegativa

(3x —2x)dx 3D1itﬁx] 29%[ﬁx4]§

3 4
a3 o [ L) |- 2L s 21,
2 2 [\ 2 8 216 32 32

>
1
Ot | w
N
x
w
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w
x
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o
_X_ /'\
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OPCION B

1. (3 puntos)
a) (1,5 puntos) Considere la matriz y los vectores siguientes:

X'y z a 1
M=y z x|,A=|b|,B=]|0| dondex,y, z, son nimeros reales
zZ Xy C 1
1
Determine x , y y z para que el vector A=| 2 | sea solucién del sistema M A = B
3

b) (1,5 puntos) Sean ahora la matriz y vectores siguientes:

a b c X 1
N=|b c¢c al|,X=|y|,B=]|0] dondea,byc sonndmeros reales que verifican que
c ahb z 1
a#z0,a+b=0,c=a. Determine si el sistema NX = B es compatible determinado.
Xy z)(1 1 X+2y+3z 1 X+2y+3z=1
y z x} 2|=|0|=|y+2z+3x|=|0|={3x+y+22=0=>
zZ X y)\3 1 Z+2x+3y 1 2x+3y+z=1
1 2 31 1 2 3|1 1 2 3|1
31 20}5 0 -5 -7-3|=|0 0 18|2 |=>18z= 2:>z—12 === -y- 5[—11: 1=
2 3 11 0 -1 -5-1 0 -1 -5-1
y=1—§=ﬂ Eﬁ BDl 1:>x+8+§_1 =1- u_.z
9 9 9 9 9 9 9
. 2 41
Solucién(x, y, Z)_(_§ g 5}
b)El sistemaesCompatibleDeterminadosi el deter minantedelasincognitasno esnulo
a b c)(x 1 ax+by+cz 1 ax+by+cz=1
b ¢ a|lly|=|0|=|bx+cy+taz|=|0|=<:bx+cytaz=0=
c a bj)\z 1 cx+ay+bz 1 cx+ay+bz=1
a b c
|A=|b ¢ & =ach+ach+acb-c®-a®-b®=-a’-b’-c®+3abc= Comoc=a=
cC a b

—a® -b? -a® + 3aba= —2a® + 3ba’ —b® = —2a° + 2ba® + ba? —b? = —2a%(-a+b)+b (a? —b?)=
=-2a*(-a+b)+b(a+b)(a+b)=-2a*(-a+b)+bM{a+b)=-2a*(-a+b)= Como=>b=-a=
-2a’(-a-a)=-2a%[{- 2) = 4a° # 0= SistemaCompatibleDeterminado



2. (2 puntos)
a) (1 punto) Determine, como interseccion de dos planos , la ecuacién de la recta paralela a la recta:

5x-3y+2z=1
r: que pasa por el punto (0, 2, —4).
X+3y—-2z=-4

b) (1 punto) Determine la distancia del punto P = (1, 1, 0) a la recta r anterior.

a) Sustituyendo el valor del punto en las ecuaciones tendremos el valor de la recta pedida

{5[0)—3[2+2[Q—4)+D=0:> 0-6-8+D=0=D=14

. 5x-3y+2z+14=0
0+3@2-2[{-4)+E=0=0+6+8+E=0=E=-14

X+3y—-2z-14=0b)

Hallaremos un plano 71que conteniendo al punto P sea perpendicular a la recta r, por ello su vector director
es el de esta recta que es perpendicular al vector PG, siendo G el punto genérico del plano, y su producto
vectorial es nulo y la ecuacion que queremos conocer.

Hallaremos, posteriormente el punto Q de interseccion de la recta y el plano hallado, el médulo del vector
PQ es la distancia buscada.

El vector director de la recta es el resultante del calculo del producto vectorial de los vectores que la
generan y que estan determinados en su ecuacion.

i j k
v, =|5 -3 2|=6i+2]+15k +3k-6i +10] =12] +18& =
1 3 -
{_, v, =y, =(0.12,18)=(0, 2,3) —v, OPG=v, [PG=0=(0,2,3)(x~-1,y-1,2)=0
PG=(x,y,z)-(1,1,0)=(x-1,y-1,2) ” "
2y-2+3z2=0=>mr=2y+32-2=0
Dela ecuaciondela recta, sumanddas ecuaciones

6x=-3= x=—3=—1:(—%j+3y—22=—4:>3y=—4+%+22:>3y=—£+22

6 2
1
X=-=
2
y=—z+zz:r5 y:—z+2/1:2 —Z+2/l +3[:B/1—2:O:—Z+4/1+9/1 :2:>13/1=2+Z
6 3 6 6 3 3
z=31
1
X=-=
13 7 ZB]_. 1 1 3 3
1BI="S)1===Q|y=——+2F=PQ=|-=,-=,1|-(1,1,0)=| -2, -2 1|=
3 Qy63Q(22J( )(22J
z=3@

3
2 2
pa= 2] +-2 +1z:\/9+9+1:\/wz 22 _v22
2 2 4 4 4 4 2

3. (5 puntos)



a) (2 puntos) Calcule las dimensiones de tres campos cuadrados que no tienen ningdn lado comun y que
satisfacen que el perimetro de uno de ellos es triple que el de otro y, ademas, se necesitan 1248 metros de
valla para vallar completamente los tres campos, de manera que la suma de las areas es la minima posible.

2e2x
b) (1,5 puntos) Usando el cambio de variable t = €” calcule J.— dx

e —2e™*
¢) (1,5 puntos) Calcule: IIm 1 i
’ x-1 In(x)

a) Si uno de ellos tiene L metros de lado, el de triple perimetro es 3L metros de lado, el lado del ultimo
cuadrado sea M

1248-16L

1248=4L +4M +4[BL =16L +4M = 4M =1248-16L = M == —— =312-4L _
A=12+M?+(3L)* =102 + M?
dA

A=10L% +(312-4L)* = A'= gL = 200+2 [(312- 4L)[{- 4) = 20L — 2496+ 32L =521 - 2496=

SIA=0=52L -2496=0=52L = 2496:>L—2;'—26—48

L=48m
=52>0= A"'(48)=52>0= Minimo= 3L =144m
M =312-4[@#8=120m

2
oo O
dL

b)

2e” < e 2t
2 e e [

e - 2(ex) '

t=e* = dt = e dx 2t2 ‘t2—2

t°-2 t° -
t

2t 2t? 4
_ldt=jt_2dt_j2 dt= [ ; _jzdt+jt2_
t

-2t*+4 2

T T 2 A(H\/E)jLB(t_\/E):AH 2)+Blt-v2)=4
t2—2_(t—\/§)(t+x/§)_t—\/_ t+v2  [t-v2)(t++2) tv2)rel-v2)

Sit=-V2 > A(—\/E+\/§)+B(—x/§—\/§)=4:>—2\/§B=4:> B=—i=—%=—\/§

42 ? 2 =
s|t-f:>A(J§+f)+B(J§—f) 4= 22A= 4:A=2—&:E=J§
4 «/_ -2 2 L2
e S R j ( T e dx-jt_2t =2t jt_ dt - jH\/_
:2ex+j—2du—j—2dv:2ex+x/§ﬂ]nu V2 0n v = 2¢e +x/§In—:2e +\/_Ine V2 +K
u v et +4/2

—\/E:u:>dt=du t+\/§=v:>dt=dv



Continuacion del Problema 3 de la opcion B

9)
. 1 1 )1 1 1 1_ o In(x)-x+1_In(1)-1+1_0 _
lim - = - = —" =0 -0 =|im = ==
x-1{x-1 In(x)) 1-1 In()) 0 O x-1 (x-1)In(x) (@-2)In{@) o
1.4 1=x
S e X G T X = lim X fim— X o 17t
a0+ (-t W=D et (ex=1 In 1)+ (1-1)
X X
=9 = ey =fjm 1= —1 =1
0 il Tl 2
X 1



